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Abstract
　The　third　boundary　value　problem　for　the　equation－△u十g（x）u＝λzt，λ＞O　in　an　unbound・
ed　domain　g　of　the　two・space　is　considered．　We　can　show　that　no　L2・solution　exists　except
for　the　one　which　vanishes　throughout　9，　provided　g　satis丘es　appropriate　conditions　in　the
neighbourhood　of　in丘nity．　The　conditions　are　written　in　terms　of　a　holomorphic　function　of　a
complex　variable，　and　several　examples　are　given　to　illustrate　the　utility　of　the　theorem．　The
resultsof　this　paper　extend　the　author’s　preceding　work　on　the　Dirichlet　and　the　Neumann
problems。
　§0．歴史上のコメントと問題の設定
　2階楕円型作用素Lおよびn次元空間内の領域ρ
が与えられたとき，正の数2に対し9内で
　　　　　　　　Lu　＝λu…………（0．1）
を満たすような2乗可積分な関数uが存在するかど
うかを老える。この種の問題は大別して
　i）方程式（o，1）をみたす2乗可積分な関数は，
自明な解u≡Oのみか；
　ii）方程式（o．1）および9の境界上で，ある同
次境界条件をみたす2乗可積分な関数はu≡0のみか；
のこ二種類を考えることができる。i）に関しては，
1943年にF．Rell｛ch7）がL＝一△（△はラプラシア
ン∂2／∂X・2十……十∂2／∂Xn2），9はあるランパクト集
合の外部の場合に肯定的な結論を得て以来，主として
T・　K・t…，J．　W。idm。nn1・，・・），　B．　Sim。n・・，　S．　Ag－
Mon1’2’3），　S。　N．　Rozeu），　T．　Ikebe－J．　Uchiyama4），
K・　M・・ud…，等｝。よって，矩はりσはコン．ぐク喋
合の外部の場合であるが，かなり一般の作用素に対し
・丁肯定的な結論が得られている。最近著者は，コンパ
クトでない集合の外部9に対しても，ρが十分広け
ればシュレーディンガ＿作用素L＝＿△＋9に対して
i）が肯定的であることを示しf｛　12，13）。
　問題ii）については，境界がコンパクトでなくても
適当な条件を満たしさえすれば，L＝一△かつ境界条
件がディリクレ条件の場合に肯定的であることがF．
Rellich7）によって示された。その後もっぱらS．　A・
gmon2）の研究によって9に対する条件がゆるめら
れ，かつL＝＝一△＋gの場合に拡張されたが，境界条
件はやはりディリクレ条件である。
　もっと一般の境界条件，たとえばノイマン条件の場
合にii）は如何であろう．か。9炉十分広い場合には
i）の問題と考えてすでにa2）によって部分的には（す
なわち，この広さの条件がi）の解答としてbest
possibleなものかどうかということを別にすれば）解
決済みである。ただし，．こり広さに関する条件，9が
ある回転放物面の外部を含むという条件は，ii）の回
答としては強すぎて不満足である＊）。これより狭い領
域であっても，L＝一△＋qに対してノイマン条件¢）
→　ii）においては，微分作用素がL2（．Q）における自己共
役作用素になるような境界条件が課されるものとする。一方
i）は方程式（0．1）以外の一切の付加条件と無関係な結論
という点が本質的である。したがって領域の広さに関しては
ii）において望まれるよりはるかに強い条件が必要になるの
である。因みに，半空間においては一△u＝2uの2乗可積分
な解が存在する。しかしそれらの解は境界（＝超平面）上で
決してディリクレ条件もノイマン条件も満たさない。
（、5）
もとにii）が肯定的であるための十分条件が，2次元
の場合，最近著者によって得られた14）。
　本論文は四の結果を拡張して，領域に対する同じ条
件のもとに，第3種境界条件を伴うシュレーディンガ
ー作用素についてii）が肯定的であることを示すもの
である。なお特殊のものではあるが，二三の例を付し
た。
　§1，仮定と結果
　90は3つのC2級の曲kR　r，，　r2，　r3で囲まれた
R2の領域とする。9は同じくR2の領域で，曲線
「3によって2つの連結な部分に分離され，その一方
は9・に一致するものとする。f（ζ）を複素ζ平面の
領域E・＝｛Reζ＞c，η1〈lmζ〈η2｝の内部および周上
の各点で正則な関数として，
　　　　　Xl十ix2　＝＝　z＝／（ζ）　・・・・・・・・・…　（1．　1）
によってEoの点ζ＝ξ＋勿にR2の点（x1，　x2）を
対応させたとき，5・の像は9・に，k＝1，2に対し
E・の境界の一部｛η＝η尋の像が凸に，同じく｛ξ
＝C｝の像がr・にそれぞれ一致するものとする。
　9・をz平面の領域とみなせば，（L1）はEoか
ら90への等角な写像を与え，したがって（ξ，η）は
R2の領域ρ。における直交曲線座標である。また凸
（k＝1，2，3）はξもしくはη＝一定なる曲線の一部
分である。今後，R2の点をxであらわし，またxの
関数を（1．1）を通じてξ，ηの関数に変換したとき
も，同じ関数記号を流用することにする。
　！’（ζ）はf（ζ）の導関数とし，J（ξ，η）＝］f’（ζ）12
とおこう。
　条件1．《x＝（x・，x2）∈2　したがってζ＝ξ＋in
∈E・なら，ある正の数δおよびξの非負関数μ（ξ）
が存在して
　　　　　　」（ξ，　η）≧δ　・・・・・・・・・…　（1．　2）
曇λξ・・）・・（ξ）・∫ン（ξ）dξ一・・…………（・・3）
したがって特に
　　暴畷ξ，・・）・・（k・＝＝…）…………（・・4）
が成り立つ。》
　α、（x），α2（x）はそれぞれrr，　r2上で定義された
実数値関数で，つぎの条件を満たすものとする。
　条件2．《k＝1，2に対し
　　　　　0≦αk（x）≦1
　　　　　轟・・（ξ・・k）・・…………（1・5）
（あとの方の条件は，原点が9・の外点なら∂α＠）／
∂1　τ1≧0と同値になる。）》
　2は正の数，g（x）は9で定義された実数値C1級
関数で，つぎの条件を満たすとする。
　条件3，《ηにつき一様に
　　　　　　q（ξ，　η）　一一　〇　　（ξ→OQ）
および，ある0＜εくλ／2に対し
　　　確・（2－mε2）・（・）………6・〈1・・）》
　以上を準備として，つぎの定理を得る。
　定理　《条件1，2，3のもとに，9で方程式
　　　　一△u十9（x）u＝2u・…　。・・・・…　（1．　7）
を，かつrl，　r・上で第3種境界条件
（1一αk（x））・＋蝋の警一・・（k－1・・）…（1・・）
（ただしレは外向き法線）を満たし，9・で2乗可積
分，すなわち
　　　　　∫　　　　　　lu［2dx＜○○・・・・・・…　。・・（1．　9）
　　　　　90
なるC2級の関数π＠）は，9で恒等的に0なるも
のに限る。》
　系《μ（ξ）＞0のとき，もし（1．6）のかわりに
儀，子）舞・・（・）・・（ξ）一・・（・一・・）…（…）’
が成り立てば，（1．8）なる境界条件をもつL2（9）の
作用素一△＋qは正の固有値をもたない。》
　§2．変数変換
　上記定理は，ヒルベルト空間における2階線型常微
分方程式に関するS．Agmonの定理（1；定理2．6）
に帰着させることによって証明される。
　9。で恒等的にu＝0なることを示しさえすれば，
一意接続定理に従ってuは9に於ても恒等的に0
である。方程式および条件をξ，ηに関する式に変換
　しよう。（1，1）より
　　　　　　　　：：：翻
である。また
　　　　　　：：：：萎灘1｝
であるから，Cauchy－Riemannの関係式∂xl／∂e＝
∂x2／∂η，∂Xl／∂η＝一∂x2／∂ξを考慮すれば
4・・Ed・・2＋dx22－［（7k’）2＋（要）2］（dξ・＋d・・）
を得る。f’（ξ）＝∂x、／∂ξ＋i∂x2／∂ξ＝∂x2／∂η一i∂Xl／∂η
であるから，上式はまた
　　　ds2＝lf’（ξ）12（dξ2十dη2）
　　　　＝」（ξ・，　η）（dξ2十4η2）。…　。。・・・…　（2．　1）
（6）
とも書ける。dsはR2における線素である。したが
ってξ，ηに関する計量テンソルは
　　　　　　　G－［JooJ］
で与えられ，よく知られた微分幾何学の公式（Be】tra・
miの第2形式）から，ラプラシアンは
　　　△一チ｛暴（JJ－・＿．O－　　∂ξ）＋轟（」」一・轟）｝
　　　　一｝（轟・、謬）
となる。したがって方程式（L7）は
　　　　券・券・（・一・）」u－・一……・…（2・・）
に変換される。
一方1”・，乃の式はそれぞれη＝η1およびη＝η2
であったから，それらは（ξ，ηが直交曲線座標なる
ことから）ξ＝定数なる曲線と直交する。このことを
考慮すればvはξ＝一定の接線であって，（2，1）か
?
　　　　£一不誓舞一干v7舌
が成り立っ。ただし符号は「、上で一を，F2上で
＋をとるものとする（レは90の外法線であった）。
（2・2）から，境界条件（1．8）は
：II：：∵：1叢：：：：1：1：：糎
と変換される。
　つぎに2乗可積分性（1．9）は，R2の体積要素が
Jdξd　rlであることにより
　　∫ン・∫；：1・・1・」dn＜・・一・……（2・・）
で与えられる。
　条件1，2，3はそのままでよいが，（1．4）と（1．
5）を合わせると
k…v7・一器v7・・暴v7・・・・・…（2・・）
が得られることに注意しておく。
§3．　定理の証明　　　　　　　　　’
za（ξ・η）に対する方程式（2．2）はつぎのように書
くことができる。
　　　　　舞漁＋T（ξ）・一・
ただしAは形式的な微分作用素
　　　　Af－一霧…………（…）
Tは（有界）掛算作用素
　Tf＝（2－9（ξ，　η））」（ξ，　η）！（η）　・・…　。・・・…　（3．　2）
である。
　さて定理は，つぎの，本質的にはS．Agmonに負
うところの補題にその証明の根拠をもつ。
　補題　《Hをヒルベルト空間，（，）はその内積，
A（ξ），T（ξ）はξ（≧CI）をパラメーターとするH
内の線型作用素で，つぎの条件i）～iv）を満たすも
のとする。
　i）A（ξ）の定義域は一定＝D．D　の部分集合
E（ξ）・・あ・て・（ξ）・・②屡・（ξ）・D（各ξに対
し）なる強可微分関数X（ξ）に対しては
（A（ξ）艶）一儂・A（ξ）・）………・…〈3・・）
　ii）　1点ξ。≧c1に対しf∈E（ξo）ならA（ξ）f
はξ＝ξ。で強可微分で
　　　　儲（ξ）／の・・………・・〈…）
　血）　T（ξ）の定義域D（T（ξ））は常にDを含み，
かつT（ξ）は非負対称作用素であって，ある正数δ
に対し
　（T（ξ）！’，f）≧δilf1［2，／∈D（T（ξ））……（3．5）
が成り立つ。
　iv）　T（ξ）f（！∈D）は強可微分で，ある非負関
数μ（ξ）が存在し
　　帳丁（ξ）f・！）・7（・）ILfll………・…（3・・）
かつ
　　　　　　　∫17（ξ）dξ・＝＝＋・・
このとき，Hの中に値をとる2回連続的強可微分な
関数U（ξ）が，各ξに対しU（ξ）∈E（ξ），zet（ξ）∈Z）
かつ
　　　　za”（ξ）－A、（ξ）u（ξ）十コ「（ξ）u（ξ）＝0
　　∫2（T（ξ）・（ξ）・・（ξ））dξく∞・……一（・の
を満たすなら，実はu（ξ）≡0（ξ≧c1）である。》
　上の補題の証明は（1；Theorem　2．6）を少し修正
するのみで得られるので，省略し，補題を早速われわ
れの揚合にあてはめよう。Hとしてh（Dをとる。
ただしΣはηの変域ηi＜η＜η2である。今の場合
A（ξ）＝Aであってξには依存しない。もちろん定義
域としてD＝｛X（・）∈H；X”（・）∈H｝（微分は超関
数の意味）をとる。しかしE（ξ）はξに依存する集
合で，u（ξ，・）と同様に（2．3）を満たすようなDの
元全体から成るものとする。T（ξ）は（3・2）で定義
された掛算作用素とする。（3．3）を試そう。x＝x（ξ）
6E（ξ），　xt（ξ）∈Dとする。部分積分を使えば容易に
（7）
わかるように
　　（A（ξ）」e・…C）一一∫・藷万吻
　　　一一［論一籍］；：一∫・藩吻
　　　：＝－s（ξ）十（ct，　A（ξ）x）
ただしS（ξ）は〔〕によって示された項，（，）は
H＝L2（Σ）における内積である。
　さて（1，5）から∂αk／∂ξ≧0であるから，k＝1，
2のそれぞれに対しακ≡0（ディリクレ条件）の場合
とακ＞0の場合に分けてよい。α、＞0としよう。
（2．3）の中の文字uをxと，α、V7をβ、と書き，
両辺をξで微分すると
　　一饗針（・一α1）㌘難一β鶴一・
この式と（2．3）および（2．5）すなわち∂魚／∂ξ≧0
とに注意すれば，
　　　鍮一籍透（一饗・＋（1－・礎
　　　　　一要1ア1髄」デ1誰
　　　　一一武（｛IStl＋㌔嘆）1・i・≦・
同様にα2＞0としたとき，η；η2に対し
鋳一霧一叢・㌔撰う囮・≧・
したがって
　　　　・（ξ）一騰万一擁］；：・・
すなわち
　　（A（ξ）xノ，　x）一（xノ，　A（ξ）x）＝－S（ξ）≦0
が従う。α1，α2のいずれか，たとえばα1≡0とした
とき，（2．3）はx（ξ，η1）＝0を意味するから，
∂x／∂ξ＝0，よって
　　　　　　跡一擁：「n＝，、一・
が従うので，やはりS（ξ）≧0を得る。
（…）は当然成・立つ・なぜな・静（ξ）f－・だ
からである。（3・5）はT（ξ）＝（λ一9）」においてq
→0（ξ→○。）および（1．2）に注意すればδ＝？・δ／2
どとって成立する。（3．6）を試そう。
　　　　　1｝T（ξ・・）一（・－q）鍵一撰
であるから，（1．3）および（1．6）を考慮すると
　　暴丁（ξ・・）・i・（ξ）一（s－・）・（ξ）〒・・（ξ）
これはμ（ξ）＝εμ（ξ）として（3．6）が成立すること
・を示す。（3．7）は（2．4）そのものである。以上に
より補題の条件はすべて成立することが示されたから，
定理は証明された。
　§4．補足および例
　9を2つに分割したことは，領域の形状についての
制限および境界条件についての制限が，十分遠方での
み成り立てばよいことを意味する。つまり，9・が定
理の条件を満たすなら，9。を任意の領域につなげる
ことによって得られる領域9において§0のii）に
対する肯定的な結論が得られるのである。しかもこの
とき境界条件は十分遠方，すなわちρ・の側境界上で
のみ満されさえすればよい。
　境界条件に対する制限（条件2）は，特にak（x）が
定数のとき満たされる。特別な場合としてディリクレ
およびノイマン条件の場合を含む。これが園の結果で
あった。
　われわれにとって最も興味があるのは，領域の形状
であろう。通常の幾何学的な表現で定理を記述するこ
とには，残念ながら未だ成功していない。境界が2点
以上から成る任意の領域を　semi・strip　E。に等角に
写像できることは，リーマンの写像定理の教えるとこ
ろであるが，境界の対応，および特に（1．3）式を満
たすか否かが難かしい点である。しかしながら，この
点も（高次元の場合も含めて）比較的容易に解決でき
るであろうと著者は予想している。
　f（ζ）をあらかじめ与えることによって特別な領域
9。を例示することは可能である。以下に二三の例を
挙げよう。
　1．　f（ζ）＝eζ，ヨo＝｛Reζ＞c，［Imζ1＜ηo｝，ηo＜
πととると，対応するS？eは極座標（r，のによって
9。＝｛r＞eC，］θ［〈ηo｝　とあらわされる扇状領域であ
る。
　2．　f（ζ）＝ζ2，E。＝｛Reζ＞c，η1〈Imζ＜η2｝と
とると，90の2本の側境界は焦点および軸を共有す
る2つの放物線のそれぞれ一部分である。
　3．　f（ζ）＝ζa，1〈α，Eo＝｛Reζ＞c，　η1〈Imζ〈
η2｝ととるとやはり条件が満たされる。9・の側境界
はX2＝αrpicx・（α　1）ノαに漸近する或る曲線である。
　4．　！（ζ）＝ζlogζ，　Eo＝｛Reζ＞c，　l　Imζ1＜ηD｝と
とると，9。の側境界はx、＝（c2／ηG）exp（x2／ηo）に漸
近する。これはx2・・＝・rp。　logXIよりも緩い速さで増大’
する曲線である。
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